Математическая модель захвата частиц в синхротроне by Цыганков, В. В.
И З В Е С Т И Я
ТОМСКОГО ОРДЕНА ТРУДОВОГО КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО
ИНСТИТУТА имени С. М. КИРОВА
В  синхротроне со слабой ф окусировкой  изменение уско р е н н о го  
до конечной энергии заряда от цикла к ц и клу  вы зы вается в осн ов­
ном изменением та к и х  параметров, как моменты вклю чения ин ж екц ии  
и уско р яю щ его  вы сокочастотного  (В Ч )  н ап р яж ен и я , энерги я  и н ж е к ­
ции, начальная частота генератора . П остроение м атем атической мо­
дели  захвата  я в л я е тся  начальным этапом проектирования систем ы  
автом атической оптим изации условий захв а та .
Р ассм атр и вается  многооборотная ин ж екц ия  частиц в синхротрон  
при сл е д ую щ и х  д о п у щ е н и я х : не уч и ты в ается  ко ллективно е взаим о­
дей ствие частиц при инж екц ии , п оказатель  спада м агнитного  поля п , 
постоянны й по р ад и усу  и а зи м уту  сектора электр о м агн и та  и оди на­
ковы й во всех се к то р а х , поле внутри прям о линей ны х уч астко в  о т ­
с у т с т в у е т , ам п ли туда  уско р яю щ его  В Ч -н а п р я ж ен и я  устан авли вается  
за  время, которым можно пренебречь по сравнению  с периодом ра­
диально -ф азовы х колебаний .
П роцесс инж екции р азделяется  на два этапа [1] .  Н а 1-м этапе 
ин ж екц ии , которы й д л и тся  до момента вклю чения В Ч -п о л я , частицы  
и н ж е кти р ую тся  на м гновенную  ор биту , сж им аю щ ую ся к ц ентр у из-за 
роста м агнитного  п оля . В  соответствии  с протеканием 1-го этапа 
инж екции  вы ч и сляется  ф ун кц и я  распределения частиц  g m m + , т )  по 
координатам  и и у (гд е  и — расстояние от внутренней пластины  
инф лектора до мгновенной орбиты , j  —  у го л  м еж ду направлением 
вы лета частиц из инф лектора и касательной к мгновенной орбите 
в м есте , гд е  устан о влен  ин ф лекто р ). В  отличие от ф ун кц и и  распре­
делени я частиц  по ам плитудам  б етатр он ны х колебаний ф ( А )  [ 1 ] 
ф ун кц и я  gm in(«, т )  Дает возм ож ность уч е сть  в со о тн о ш ени ях захвата  п  
изменение момента инж екции и энергии и н ж екти р уем ы х частиц .
Реш ен ие уравнения бетатр онны х колебаний на ази м уте  и н ф л е к­
тора а д л я  уско р и телей  типа рейстрек им еет вид [ 1 ] :
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S  — расстояние от края сектора до инф лектора по направлению  
движ ения частиц ,
R  — р ади ус равновесной орбиты ,
I  — длина прям олинейного п р о м еж утка ,
7 — у го л  м еж ду направлением вы лета частицы  и касательной
к равновесной орбите на ази м уте ,
X 0 — начальное отклонение частицы  от мгновенной орбиты , 
х к  — значение х  на к - ом обороте ( к  =  0 , 1 , 2 . . . ) .
В ы по лняя  операции (2 ) и п о дставляя  вы раж ения для  F c ( а )  и а (а) 
в ( 1 ), получим :
^ R
где
х к  =  X 0 B  ( к )  +  А —  А  (к ), (3
'А
л / \ л +  pot) +  2pbc  . .А( к )  =  a  c o s  + к  H   + Z ----- L—  Sln
s in  у
D  /  N Z л s ( a  +  p b )  . лВ (к) =  b c o s  4 р/с   Sm  4ук,
s in  р.
а  =  s i n a ,  b =  COS а.
В области и  >  О условие обхода инф лектора имеет вид:
( S  +  и )  D  ( к )  +  -— А  ( к )  ^  ^ R o 0  к  -j- и ,  (5 )
где A R o 6  — сж ати е  мгновенной орбиты за оборот,
g  — расстояние от внутренней пластины  инф лектора до час­
тиц ы , а
и  — от внутренней пластины  до мгновенной орбиты в момент 
вылета частицы из инф лектора.
И з (5 ) сл е д ую т два неравенства:
о g,(*)< 1 L ff 0  •« - 4 гт ~ т+ т е г?’ (6)В  ( к )  В  ( к )  у. В  ( )
если В  ( к )  >  0 , и
2 )  + » ( * ) >  1 . и -A L L L  т +  А7?об *  , ( 7 )
Я (к) Я (к) •/ В (к) Ѵ 7
если ß  ( a t )  <  0 .
В  ( 6 ) и ( J )  д ля  ф иксированны х значений S R o 6 , у , «  и среди 
к  =  .1 , 2 , 3 , . . .  н ай д ем ,тако е  значение к  =  к ' ,  при котором £ і ( к ' )  мини­
мально, и такое значение к  =  к " ,  при котором g 2 ( K " )  максимально . 
Т о гд а  область инф лекто ра , вы летев из которой частицы б у д у т  з а х в а ­
чены в 1 -й этап  инж екции , равна:
О  < g 2 ( ^ X g u  ( 8 )
где — ширина инф лектора.
А налити ческие методы исследования ф ун кц и и  g  ( к )  дискретного  
аргум ента  к  о тсу тс тв у ю т , поэтому операцию н ахо ж ден и я  к '  и к "  
при хо ди тся  вы п олнять  численно .
В  первый момент после вклю чения В Ч -п о л я  частицы распреде­
ляю тся  по фазам ср0 уско р яю щ его  напряж ения. О бласть  фаз (<рь <р2) , 
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ограниченная сепаратрисой , п р едставляет геом етрическое место точек 
си н хр о тр о н н ы х орбит, во кр уг каж до й  из ко то р ы х частицы  р асп р еде­
лены  по полож ениям  мгновенной орбиты  в соответствии  с первым 
этапом ин ж екц ии . Ч ер ез четверть  периода р адиально-ф азовы х к о л е ­
баний синхр отр онная орбита, им ею щ ая н ачальную  ф азу  ср0, б уд е т  на 
расстоянии у~<р(<рД от равновесной орбиты , поэтом у область  и н те г­
рирования по и  д л я  данной синхротронной орбиты равняется  (О, U 1 , — у )  
( ^  — равновесная ф аза , U 1 — р асстояние от внутренней пластины  ин­
ф лекто р а  до центра рабочей области ). Е с л и  энерги я  и н ж екти р уем ы х 
частиц  изм енилась на в е л и ч и н у + Д Е , то  ази м утальны й  размер с гу с тк а
в плоскости  (ср, ср) б у д е т  равен у 0о — у01 =  ср (АЕ), а ниж ний предел
R s A E  и
интегрирования по у  равен у 0 = ------------------- . В  сл уч а е , ко гда  оо-
P2 (1 — п )  E
л а сть  интегрирования по и  не зависи т от 7 , зар яд , захваченны й 
в ускор ени е с учетом  д в у х  этапов ин ж екц ии , равен:
Ta Уоі «Pua Уі Mi- У  ^ m in (wU)
Q =  I  j  j  I  I  I  <7 (Т> Уо. tPo- У. «. g  X
Tl O <р0, Уо U Ô
X  d g d u d y d ' s 0 d y 0 d i ,  (9)
q  —  ф ун кц и я  распределения и н ж екти р уем ы х частиц по у г л у  7 , 
энергии  у 0, начальной ф азе ср0 В Ч -н а п р я ж е н и я , ам п литудам  р ад и аль­
но-ф азовы х колебаний y ~ < p (? .s ) без уч е та  б етатр о н н ы х колебаний , 
дли тельн о сти  и м пульса  инж екции  и ,  ш ирине инф лектора g ;  
у х — радиальны й полуразм ер сепар атрисы ;
I - В  ( к ' )  А  ( к г
gmin (« , Т) =  Я . =
B ( K r)
и  - f +
B ( K r )  * В ( к г)
( 1 0 )
Д ал е е  полож им , что соотнош ение м е ж ду  координатам и ср0 и у  л и ­
нейное, т . е. если распределение частиц по фазам ср0 равномерное, 
то  распределение частиц  по у  (без уч е та  б етатр о н н ы х ко лебаний) 
можно та к ж е  сч и тать  равномерны м . Т ак о е  до п ущ ени е можно сд е л а ть , 
если в вы раж ении [ 1 ]
2 ( 1  — T* ctg 1/2 У_
У і
I +  K l a  ( - 2 1
У і
( 1 0 )
устанавливаю щ ем  связь  м е ж д у  ам п литудам и  р ади альн ы х и ф азо вы х
колебаний , пренебречь членом к\,2 I — | (/+2 =  0,2 0,25; 0 < у < у Л ,
\Уі /
которы й „д ае т  н еб о льш ую  п о п р а в ку “ [1] .  Д л я  сл уч а я  равномерного 
расп ределени я  заряда





где  I  — то к  и н ж екто р а .
О б ласть  интегрирования по <р0 при Ф  0 можно о п р ед ели ть , если 
в вы раж ении [2 ]
2 ( 1  — ср^г - ctg CR,)'/2
тс
еУо (у  =  У і) =
902 -  ?01
тс ( / ' - e- I “ ) * +
+  ^1,2 ( 1 2 )
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п ренебреч ь  членом лсі,2 О <  V0 <  Уі. Подставляя
(10 ), (11) ,  (12 ) в (9) ,  л е гк о  вы числить  интегралы  (9) .
Помимо в ы ш е ука зан н ы х  до п ущ ен и й  относительно  вида ф ун кц и й  
е!>2 и B y 0, которы е не н о сят принципиального  хар актер а , в ф орм уле (9 ) 
не уч те н о  изм енение ф ун кц и и  ^mi n ( J j y )  в области  м гновенны х орбит, 
б л и зк и х  к син хр отр он но й . Д ей ств и те л ьн о , если м гновенная орбита 
совпадает с син хр отр он но й , о тсто ящ ей  от равновесной на р ассто я ­
нии у , то  g\nin(^, т ) , та к  как период си н хр о тр о н н ы х колебаний много 
больш е периода б етатр о н н ы х колебаний . Д л я  каж дой  мгновенной орби­
ты  м аксим альная ам п ли туда  бетатр о н ны х колебаний (д л я  уско р и тел я
без п рям о лин ей ны х п р о м еж утко в ) равна A  = j /  !»
А
X
Рис. 1. Функция распределения по и  и у и ее изменение на 2-м этапе
инжекции
Е с л и  А  <  ц, — у , то  распределение частиц по и  н ахо д и тся  с о гл а с ­
но (1 0 ), если ж е А  >  U 1 —  у , то ф ун кц и я  распределения р а гн а :
gmln{U, Т)  = ^ m i n  ( И ,  Т )  —  І А~  ( « 1  ~  У ) Ь  ( 1 3 )
Таки м  образом, область интегрирования по и  разбивается на д ве : 
(0 , а ' )  и ( и ' , и "  — у) ,  и '  н ахо д и тся  из усло ьи л  равенства ф и гур н о й
ско б ки  н улю , а и "  из усло ви я  ^ m i n ( iT y )  =  O .  На рис. 1 п редставлен  
гр аф и к  ф ун кц и и  g + m + , у ) (10) ,  (13) ,  расчитанны й д ля  параметров 
син хр отр он а  1,5 Г э в  Т П И . И з рис. 1 е и д н о ,  ч т о  п о гр еш н о сть  ф о р ­
м улы  ( 9 ) ,  ко торая вызвана тем,  что не уч и ты в а ется  изм енение S mfV ^ , у) 
в области  м гн овен ны х орбит, б л и зк и х  к син хр отр он ны м , одного По­
р ядка  д ля  п ар аллельного  п учка  с у =  0 и у +  0. К о эф ф и ц и ен т захвата
UO
«во второй этап и лж екц ии  д л я  параллельного  м оноэнергетического  
п уч ка , расчитанны й по ф о рм уле (9 ), равен:
Q ?2 — cPi 1 / ч
7)2 =  Q 1 =  (при 3,1 =  Ы і) ’ •
—  Il І І . Д  / при Jz1 =  J - W 1
2 *  4 \ Ѵ
где  Q 1 - заряд ,  захваты ваем ы й на первом этапе ин ж екц ии , 
ср2 — Фі =  / ( у і )  — ази м утальны й  размер сепаратрисы .
(14)
Рис. 2. Зависимость захваченного заряда от энергетического разброса
1/оі ~  A E тзх
С  учетом  изм енения gmm (# , т )  (при 7 = 0 )
_  cP2 -  Ti I 1 , 3 g 2
  — H 2_L ] (при JZ 1 =  U 1)
2тг \ 2  U 1 2
Tj2 = cP2 - cPt / з  g-, 1при JZ1 =  —  M1 ] •
(1 5 )
2 тг \  4  іі \
Т а к  как  g \ < ^ u u  то п о гр еш н о сть  ф орм улы  (9 ) незначительна .
П о тер и  частиц  за сч е т  эн ер гети ческо го  разброса можно оценить 
по ф о р м уле , которая п о лучается  из (9 ) при у =  0, JJ1 =  JJ1, у0х =  а хх :
Q ( утФ 0)
Q U o i  =  0 )
- X 1Zr  1 —  X 2 +  (  J--— \ ѵ ~ ( I  —  - + ) 3 ------ — +  —  ЗГС S in
16 I  3 8  1 3 16
(16)
X
В  квадратной ско бке 0 < х < 1 .  Н а рис. 2 представлены  следую щ и е 
граф и ки  ф ун кц и и  -  ■ цифрой 1 обозначен гр аф и к , рассчитан-
Q (Уоі = 0)
Ill
ный без уч е та , а Г  —  с учетом  изменения £ т ш(^) на втором этапе 
инж екции д ля  параметров синхротрона 1,5 Г э в  Т П И  ( g 1 = \ , 5 c M ,  
и х =  10  с м )  и у 1 =  и 1 ; цифрой 2 — граф ик без уч е та , а 2 ' — с учетом  
изменения g m [ п ( и )  для  параметров синхроф азотрона 10 Г э в  О И Я И
г. Д уб н а  { g i  =  Зсм,  U 1 =  50 см) и у г = — U 1 .
2
Рассмотрим захв а т  параллельного м оноэнергетического пучка  при 
неоптим альны х у сл о в и я х  захвата . Введем обозначения:
R 1 — радиус мгновенной орбиты в момент вклю чения им пульса 
ин ж екц ии ;
R2 — радиус  мгновенной орбиты в момент вклю чения В Ч -п о л я ; 
^2  — радиус мгновенной орбиты в момент окончания им пульса 
ин ж екц ии ;
R инф —  р ади ус, на котором установлен  инф лекто р ;
dR  . дли те льн о сть  импу льса  инж екции
dt
Ат„. At ,
R s  — средний радиус камеры уско р и тел я ; 
R s  — радиус  равновесной орбиты ;
А и и = dR




ош ибка в моменте инж екции ;
d t
Дтвч , Дхвч — ош ибка в моменте вклю чения В Ч -п о л я :
2 ( 1 —  F  
F  =  1
Дш
Ш.
, Дш— дрейф начальной частоты  генератора ;
1
L  =  4 1 ;
Д и,
( 2 t R s  +  1 ) [ п  + р 2 ( \ - п ) \
Д Е ,  S E  —  дрейф  энергии инж екции .
Р2 ( \ - п ) Е
И зм енения вы ш еуказан н ы х параметров рассм атриваю тся от_цикла 
к ц и к л у . Н а рис. 3 представлен  частны й случ а й : і?,<7?инф, R s= R sZ R 2- 
К а ж д о м у  полож ению  мгновенной орбиты и со о тв етств ует область 
инф лектора ^ щ іДи), вы летев из которой частицы  не с то л к н утся  с ин- 
ф лектором . Е с л и  возвращ ать м гновенную  орбиту электронов после 
то го , как они соверш ат к '  оборотов, на преж нее место , то  получим 
граф и к ф ункци и  ^ min (ц ), нарисованный сплош ной линией . Т а к  как 
ф акти чески  м гновенная орбита д в и гае тся , то гр аф и к ф ункци и  g min ( и )  
изобр аж ается  ш триховой  линией . И з рис. 3 видно, что область и н те г­
рирования по и равна [ ( R ^ - R i), и, — у],  по — а зи ­
м у та л ь н ы й  размер с гу с тк а : (<?02 — срОІ) =  (ср. 
Таки м  образом,
~ ? і )  j / "
Rs - R 2
Q __ 7 ( cP2 cPi)




у ѵ 2 т V - [ J r J I  I
Rs- R i ^инф i
У I
dgdudy.
( 1 7 )
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Рис. 4. Функциональная схема моделирования соотношений захвата (18) на ABM 
(операции: 1 — суммирования, 2 — выделение модуля, 3 — сравнения с нулем, 
4 — перемножения, 5 — сравнения двух величин, 6 — извлечения корня)
8. Заказ 4594 ИЗ
В общем случ ае  зависим ость захваченн ого  заряда от в ы ш е указан н ы х 
параметров имеет вид:
_______________________  І^инф— ~ INs- N s I
/ •2  ( I  -  c t g --PQ1^ Z 1 I  IRs - R 2I j 2 I  J  xQ =
g  i Уі-
d t
u i —  {< * , - Я „ „ ф ) > 0 }
тІпІи>_1^  Rs I 
' Уі
X / + I










R x  /^ инф — A u b  A i i lj, R s  R s  — А и ш , R 2 R s  — A u b  А и В ц
I R 2 —  R s I =  j ( R s  —  R s ) — ( R 2 — R s )  I =  I A u b  —  А и В ч І
(19)
П о д ста в л яя  (19)  в (1 8 ), получим  зависим ость захваченн ого  заряда 
от А^вч, А<ги, А и в , А и ш. И з (18)  видно, что при неравномерном р ас­
пределении захваченн ого  заряда по и  зависим ость от A u u и A u b  н е­
сим м етрична относительно  н у л я . И з (18 ) л е гк о  п оказать , что для  
ком пенсации дрейф а энергии  инж екции ж елательн о  сд елать  моменты 
ин ж екции  и вклю чения В Ч -п о л я  связанны м и . Н а рис. 4 п р е д став ­
лена бло к-схем а моделирования соотнош ения (18)  при g m i n ( ^ ) = g i .
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